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УДК 517.947 
 М.М. Кухарчук , М.І. Яременко 
РОЗВ’ЯЗНІСТЬ КВАЗІЛІНІЙНОГО ЕЛІПТИЧ-
НОГО РІВНЯННЯ З МАТРИЦЕЮ ГІЛЬБЕР-
ГА—СЕРРІНА В ПРОСТОРАХ СОБОЛЄВА 
Вступ 
В статті досліджується квазілінійне еліп-
тичне рівняння за досить загальних умов. Одер-
жані такі основні результати: 
а) доведено розв’язність таких рівнянь у 
шкалі соболєвих просторів 1
pW , 2p > ; 
б) досліджено гладкість розв’язків залежно 
від диференціальних властивостей заданих функ-
цій; 
в) введено гладку апроксимацію еліптич-
ного рівняння, доведено теореми про слабку і 
сильну збіжність наближених розв’язків у про-
сторі 1
pW  до розв’язків рівняння; 
г) введено оператори : ( )p p pD Lλ λ−Α Α →
% % , 
які є генераторами нелінійних напівгруп стиску 
в pL . 
Постановка задачі 
У даній статті ставилася мета — дослідити 
квазілінійне еліптичне рівняння у всьому евк-
лідовому просторі. 
 Зв’язок між формами phλ  і операторами 
A pλ , породженими цими формами  
Розглянемо диференціальне рівняння 
( , , ) ,u d a du b x u u fλ − + ∇ =o o  0,λ >  
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lL R∈ , 11 1( )x L L∞μ ∈ I , або можливий ви-
падок, коли 2 2 loc1 2 1, ( )
lL Rμ μ ∈ , 3 ( )
l
pL Rμ ∈ , iμ ∈  
( ), 3,.. .,11nL R i∞∈ = ; ( , , )b x y z  — неперервна 
на l lR R R× ×  скалярна функція, неперервно 
диференційовна по (y, z); ( , , )ub x u u∇  — за ви-
значенням, похідна функції ( , , )b x y z  по друго-
му аргументу; ( , , )ub x u u∇ ∇  — за визначенням, 
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Введемо простір 1 ( , ) : { | ( ,
p l l p lW R d x v v L R= ∈   
), ( , ), 1,.. ., }l p l lid x D v L R d x i l∈ = , 
1 ( , ) ( , ) ( , )
| | | | | | | | | | | | ,p l l p l l p l liW R d x L R d x L R d x
i
v v D v= + ∑  
де 1,0 1( , ) : { | ( , )
p l l p l lW R d x v v W R d x= ∈  і має ком-
пактний носій}; 1( , )
q l lW R d x−  — спряжений до 
1,0( , )
p l lW R d x  простір. 
У статті буде використовуватися клас функ-
цій ( ),βΠΚ −Δ  
2 ( )v β∈ ΠΚ −Δ  [1, 2], тоді і тільки 
тоді, коли 2 1loc( )
lv L R∈  і існують такі констан-
ти β  і ( )c β , що 
 2 2 22 2 2| | | | | | | | ( ) | | | |v cϕ ≤ β ∇ϕ + β ϕ  (3) 
для довільної 0 ( )
lC R∞ϕ ∈ . 
Тоді за рівнянням (1) складаємо форму 
( , )ph uλ ν  за визначенням: 
( , ) , ( , , ),ph u u v dv a du b x u u vλ ν ≡ λ 〈 〉 + 〈 〉 + 〈 ∇ 〉o o , (4) 
де 1,0( , )
q l lv W R d x∈ . 
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Лема 1. Форма phλ , побудована за лівою 
частиною рівняння (1), обмежена. 
До в е д е н н я. Застосовуючи нерівність 
Гельдера та Юнга, знаходимо оцінку 
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| ( , ) | | , | | | | , |




h u v u v dv a du b v
u v du a du dv a dv
λ ≤ λ 〈 〉 + 〈 〉 + 〈 〉 ≤
≤ λ + 〈 〉 〈 〉 +
o o






| | | | | , | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | ,p q
p q
p q p q
p q p q
W W
u u v u v





+ 〈μ ∇ + μ + μ 〉 ≤ λ +
+ ∇ ∇ + μ ∇ +
+ μ + μ ≤
≤
 
тобто форма обмежена. 
Лема доведена. 
Як наслідок цієї леми одержимо, що фор-
ма породжує оператор 1: ( , )
p p l lW R d xλΑ →  
1( , )
p l lW R d x−→ , який є обмеженим. Дійсно, 
оскільки 1 1:
p p qh W W Rλ × →  є обмеженим та лі-
нійним відображенням по другому аргументу, то, 
отже, форма згідно з теоремою Банаха поро-        
джує оператор 1 1: ( , ) ( , )
p p l l p l lW R d x W R d xλ −Α → , 
тому можемо записати ( , ) ( ),p ph u v u vλ λ= 〈Α 〉 . 
Лема 2. Оператор 1: ( , )
p p l lW R d xλΑ →  
1( , )
p l lW R d x−→  — коерцитивне відображення. 
До в е д е н н я. Під коерцитивним відобра-
женням розуміємо такий оператор 1: ( ,
p p lW RλΑ  
1) ( , )
l p l ld x W R d x−→ , який породжений фор-
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для одержання якої застосовані нерівності Гель-
дера та Юнга, а також деякі властивості норм 
pL . 
Застосовуючи ще раз нерівності Гельдера 
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Лема 3. Форма λ
ph , побудована за лівою 
частиною рівняння (1), обмежена за умов μ21,  
μ ∈2 loc2 1 ( )
lL R , μ ∈3 ( )
l
pL R . 
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Зауваження 1. Щодо структури рівняння 
(1), то умови (2) можуть бути значно послабле-
ні, а саме μ ∈2 loc1 1 ( )
lL R , μ ∈2 loc2 1 ( )
lL R , μ ∈3  
∈ loc( )lpL R . 
Зауваження 2. Якщо припустити, що μ ∈21  
∈ loc1 ( )
lL R , μ ∈2 loc2 1 ( )
lL R  і μ ∈ loc3 ( )
l
pL R , тоді 
лему 2 можна одержати у вигляді леми 3. 
Лема 4. Оператор λ →1: ( , )
p p l lA W R d x  
−→ 1( , )
p l lW R d x  — коерцитивне відображення за 
умов, що μ ∈2 loc1 1 ( )
lL R , μ ∈2 loc2 1 ( )
lL R , μ ∈3  
∈ loc( )lpL R . 
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Лема 5. Оператор 1: ( , )
p p l lW R d xλΑ →  
1( , )
p l lW R d x−→  — акретивне відображення в 
pL . 
До в е д е н н я. Згідно з означенням ак-
ретивності [3, 4] оператор 1: ( , )
p p l lW R d xλΑ →  
1( , )
p l lW R d x−→  — акретивний в pL , якщо A ( )
p uλ〈 −   
2
1A ( ),( ) | | 0 ,
p p pv u v u v u v W−λ− − − 〉 ≥ ∀ ∈ . 
Отже, враховуючи умови (2) та виконуючи 
перетворення, аналогічні перетворенням при 
доведенні леми 3, маємо  
2A ( ) A ( ),( ) | | | | | |p p p ppu v u v u v u v
−
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2( ) | |
p
W u v u v
−
= − −  і знак рівності справед-
ливий лише у випадку u v≡ .  
Лема доведена. 
Лема 6. Оператор 1: ( , )
p p l lW R d xλΑ →  
1( , )
p l lW R d x−→  — хемінеперервне відображення. 
До в е д е н н я. За визначенням, оператор 
1 1: ( , ) ( , )
p p l l p l lW R d x W R d xλ −Α →  — хемінепе-
рервне відображення, якщо 1,
pu v W∀ ∈  ω −  
0
l im ( ) ( )p p
t
u tv uλ λ→
− Α + = Α  в нормі 1
pW − . 
Отже, можемо написати такі оцінки: 
| ( ) ( ), | | , |
| | | ( ( ,( ), ( ))
( , , )), | | , | | |
p pu tv u W t v W
t dW a dv b x u tv u tv
b x u u W t v W t dW a dv
λ λ〈Α + − Α 〉 = λ 〈 〉 +
+ 〈 〉 + 〈 + ∇ + −
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t v W t v W
→
+ 〈μ 〉 + 〈μ ∇ 〉 ⎯⎯⎯⎯→  
1,0
pW W ′∀ ∈ , 
що й доводить лему. 
Якщо в умовах (2) умову 
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x u v x u v
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замінити на умову  
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то оператор уже не буде акретивним, але для 
нього справджуватиметься таке твердження: 
2
1
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u v u v u v
C u v
−
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Означення. Оператор 1A () : ( , )
p p l lW R d xλ ⋅ →  
1( , )
p l lW R d x−→  називається псевдоакретивним 
або оператором напівобмеженої варіації в pL , 
якщо  
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де ( ) 0c ρ ∀ρ >  — неперервна додаткова функ-








Лема 7. Оператор 1: ( , )
p p l lW R d xλΑ →  
1( , )




1( ) ( ),( ) | | ( | | | | )p
p p p
W
u v u v u v C u v−λ λ〈Α − Α − − 〉 ≥ − − . 
Теореми про існування розв’язку 
Теорема 1. Рівняння (1) за умов (2) одно-
значно розв’язне в 1
pW  1f L L∞∀ ∈ I . 
Д о в е д е н н я. Для доведення цієї теореми 
використаємо модернізацію методу Гальоркіна 
про апроксимацію рівняння (1) гладкими ап-
роксимаціями. Введемо визначення “зрізки” 
функції ( )u x . Нехай ( )u x  — вимірна за Лебе-
гом функція на lR . Позначимо uϑ  і s ϑ  зрізку і 
її носій: 
, ,






− ϑ ≥ ϑ⎧
⎪⎪= ≤ ϑ⎨
⎪
+ ϑ < −ϑ⎪⎩
 
( ) { | ( ) | }ls u x R u xϑ = ∈ > ϑ , 0ϑ > . 
Розглянемо гладку апроксимацію функцій 
( ), ( , , )m ma x b x y z , ( )mf x  по аргументу x : 
 , ( ) ( ) ( )
l
n m m m
i n i n i
R
a x x t a t dt a= ρ − = ρ ∗∫ ,  (7) 
де ( )n tρ  — гладка невід’ємна апроксимація (1) 
в lR . 
Нехай ( )ma x , ( )mf x , ( , , )mb x y z  — зрізки 
по аргументу x  функцій ( ) la x x R∀ ∈ , ( )f x , 
( , , ) ( , ) lb x y z y z R R∀ ∈ × , відповідно. Далі апрок-
симуємо рівняння (7) рівняннями з гладкими 
коефіцієнтами. За цими “зглаженими” рівнян-
нями побудуємо форми, які породять операто-
ри для “зглажених” рівнянь, дослідимо власти-
вості цих операторів і встановимо розв’язність 
“зглажених” рівнянь, а потім, використовуючи 
апріорні оцінки, перейдемо до границі. 
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Мають місце такі леми. 
Лема 8. Форма , ( , )p mnh u vλ , що визнача-
ється рівністю (7), обмежена і коерцитивна. 
До в е д е н н я. Покладемо в (7) 2| | pv u u −=  
і, діючи аналогічно наведеному вище, мати-
мемо 
, 2
, 2 , 2
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1
( || || || || ( ) || || )
2
W W c W  
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2
p
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тобто форма λ
,p mnh  обмежена. З доведення по-




2| | | | | |
( , | | )
l im









= ∞ . 
Наслідок. Форма ,p mnhλ  породжує обмеже-
ний коерцитивний оператор λ −→
,
1 1A :











, ( , )|| A ( ) || sup









Лема 9. Оператор λ −→
,
1 1A :
p mn p pW W  — хе-
мінеперервне відображення. 




p mn p pW W  називається хемінеперерв-
ним 1
pW , якщо 
λ λ↓
ω⎯⎯⎯→ + = ∀ ∈, , 10 lim A ( ) A ( ) , ,
p mn p mn p
t
x ty x x y W
 




p mn p pW W , одержуємо 
, ,
10
lim A ( ) A ( ) ,p mn p mn p
t
u tv u u v Wλ λ↓ω⎯⎯⎯→ + = ∀ ∈ , 
оскільки 
〈 + ∇ + ∇ ω〉 − 〈 ∇ ω〉 ≤, ,| ( , , ), ( , , ), |m n m nb x u tv u t v b x u u  
↓
≤ 〈μ + μ ∇ ω〉 ⎯⎯⎯→ ∀ω∈4 5 10| | | | |, | 0 .
q
t
tv t v W  
Наслідок. Форма λ




p mn p pW W  замкнуті. Оператор λ →
,
1A :
p mn pW  
−→ 1
pW  — акретивне в pL  відображення. 




p mn p pW W  акретивний в pL , якщо 




Використовуючи нерівності Коші, Гельдера, 
Юнга умови (2), одержуємо  
−
λ λ〈 − − − 〉 ≥ λ − +
% %, , 2A ( ) A ( ),( ) | | || ||p mn p mn p ppu v u v u v u v  
−+ − 〈 − − − 〉 +o o, 2( 1) ( ) ( ), | |m n pp d u v a d u v u v  
−+ 〈 ∇ − ∇ − − 〉 ≥, , 2( , , ) ( , , ), ( ) | |m n m n pb x u u b x v v u v u v  
≥ + ∇ ≥2 23 2 4 2|| || || || 0,K W K W  
де ∃ >3 4, 0K K .  
Оскільки  
−〈 ∇ − ∇ − − 〉 ≤, , 2( , , ) ( , , ),( ) | |m n m n pb x u u b x v v u v u v  
4 5| , | | , |W W W W≤ 〈μ 〉 + 〈μ ∇ 〉 , 
то внаслідок нерівностей 
〈 μ 〉 ≤ μ ≤
≤ β〈 〉 + β ≤o o




| , | || || || ||
|| || ( ( ) || || )
W W W W





|| || ( ( ) || ||
2
W dW a dW c W
⎛ ⎞≤ ε + β〈 〉 + β ≤⎜ ⎟⎜ ε ⎠⎝
o o  
⎛ ⎞⎛ ⎞β













| , | (
1 ( )
( ) || || ) 2 || || ,
2
W W dW a dW dW a dW
c
c W dW a dW W
〈 μ ∇ 〉 ≤ 〈 〉 β〈 〉 +
⎛ ⎞β
+ β ≤ β〈 〉 +⎜ ⎟⎜ ⎟β⎝ ⎠











A ( ) A ( ),( ) | | || ||
4 2







p mn p mn p
m n
u v u v u v W




p dW a dW
p
−
λ λ〈 − − − 〉 ≥ λ +
+ − 〈 〉 − 〈μ ∇ 〉 −
⎛ ⎞β
− 〈μ 〉 ≥ λ − β − +⎜ ⎟⎜ ⎟β⎝ ⎠
⎛ ⎞








λ λ〈 − − − 〉 ≥
∀ ∈
% %, , 2
1
A ( ) A ( ),( ) | | 0
, ,
p mn p mn p
p







2( ) | |
p
W u v u v  і знак рівності справед-
ливий лише у випадку ≡u v .  
Теорема 2. Рівняння (1) за умов (2) одно-
значно розв’язне в −∀ ∈1 1
p pW f W . 
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Д о в е д е н н я. Спочатку доведемо, що рів-
няння (6) має єдиний розв’язок ∀ ∈n N  і 
+∀ ∈m R . 
Нехай { }iv  і 
∗{ }iv  — гладкі базиси просто-
рів ′1,0 1,0,
p pW W , відповідно, і нехай 1[ ,..., ]kv v  — 
лінійна оболонка базисних елементів ∗〈 〉 =,k ku u  














u c v  [5, 6]. Для знаходження 
послідовності Гальоркіна складемо систему рів-
нянь 
 ∗λ〈Α − 〉 =
, ( ) , 0p mn k iu f v , = 1,...,i k .  (10) 
Система (6) визначає неперервне відобра-
ження : k kB R R→ , отже, має місце лема “про 
гострий кут”. Нехай на сфері 
− −
= =( :| | )RS C C R , 
де > 0R  — деяке відповідно вибране число, що 
можливо завдяки властивості коерцитивності 
оператора, і виконується умова “гострого кута” 
− − −∗
〈 〉 ≥( ), 0B C C . Тоді існує принаймні одна точка 
, | |C C R≤ , така, що ( ) 0B C = . 
Далі будемо реалізовувати аналог методу 
Гальоркіна, тобто покажемо, що система (10) 
має розв’язок у лінійній оболонці перших n  
елементів базису { }iv . Дійсно, відображення 
,( ) : 0 ( ) ( ) ,p mni k iB C B C u f v
∗
λ⊂ = 〈Α − 〉 , = 1,...,i k , 
внаслідок коерцитивності оператора λΑ
, :p mn  
−→1 1( , ) ( , )
p l l p l lW R d x W R d x  задовольняє умови 





( ) , | |
k k
p mn




B C C c v f c v







〈 〉 = 〈Α − 〉 =⎜ ⎟
⎝ ⎠








( , | | )
|| || || | | || 0.





k kp W W
k k W









⎜ ⎟≥ − ≥⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
 
Оскільки λ −Α →
,
1 1: ( , ) ( , )
p mn p l l p l lW R d x W R d x  — 
неперервне відображення на скінченних під-
просторах простору 1,0
pW , має місце існування 
точки , | |C C R= , ( ) 0B C =  внаслідок леми 
“про гострий кут” для достатньо великих 
> 0R . 
Отже, ми фактично вказали спосіб побу-
дови послідовності { ( )}ku x , такої, що є розв’яз-
ками систем (10), тобто далі доведемо, що               
послідовність { ( )}ku x  збігається до розв’язку рів-
няння (1). Використовуючи умову коерцитив-
ності оператора λ −Α →
,
1 1: ( , ) ( ,
p mn p l l p lW R d x W R   




,|| ( ) || || ||p p
p mn
k W W
u f . 




|| || pk Wu C , де 
стала залежить лише від структури рівняння, то, 
внаслідок слабкої компактності 1 ( , )
p l lW R d x , 




u u  слабко λ ′Α ⎯⎯⎯→
1
, ( ) p
p mn
n W
u y  теж  
слабко. 
Покажемо, що λ= Α =
,
0( )
p mny u f . Звідси 
буде випливати, що відображення λΑ
,
1: ( ,
p mn p lW R   
−→ 1) ( , )
l p l ld x W R d x  є сюр’єкцією, або “відо-
браженням на”. Для того щоб довести останнє 
твердження, складемо “інтегральні тотожності” 
 ∗ ∗λ ′〈Α 〉 = 〈 〉
, ( ) ,p mn k i iu v f v , = ′1,...,i k .  (11) 
Перейшовши в (11) до границі при 
→ +∞′k , одержимо λ ′→∞
Α = =,lim ( )p mn kn
u y f  (гра-
ниця по нормі −1
pW ). Оскільки оператор 
λ −Α →
,
1 1: ( , ) ( , )
p mn p l l p l lW R d x W R d x  акретивний в 
pL , то −λ λ′ ′ ′〈Α − Α − − 〉 ≥
, 2( ) ( ), ( ) | | 0p mn p pk k ku v u v u v  
і в останній нерівності, переходячи до границі 
при → ∞′k , одержуємо λ〈 − Α − −
,
0 0( ),( ) |
p mny v u v u  
−− 〉 ≥2| 0pv . Покладаючи = − > ∀ ∈0 , 0v u tz t z  
∈ 1,0
pW  і далі скорочуючи обидві частини одер-
жаної нерівності на −1pt , знаходимо, що 
−
λ〈 − Α − 〉 ≥
, 2
0( ), | | 0




p mn p lW R  
−→ 1) ( , )
l p l ld x W R d x  та довільність вибору еле-
мента ∈ 1,0
pz W , одержуємо, що λ= Α =
,
0( )
p mny u  
= f , тобто для заданих початкових даних ми 
побудували послідовність 
′{ }ku  і довели її збіж-
ність до елемента −∈0 1
pu W , такого, що реалізує 
розв’язок рівняння (8) за згаданих вище умов. 
Єдиність розв’язку випливає з властивості ак-
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ретивності оператора λ ⋅
,A ()p mn . Дійсно, покаже-
мо, що цей розв’язок єдиний. Доводимо від 
супротивного. Нехай 0u  і ′0u  — два таких роз-




A ( ), , A ( ),
( , ),
p mn p mn
p l l
u f u f
W R d x
λ λ
′
〈 ω〉 = 〈 ω〉 =′
∀ω∈
 
тобто λ λ〈 − ω〉 =′
, ,
0 0A ( ) A ( ), 0
p mn p mnu u .  
Поклавши −ω = − −′ ′ 20 0 0 0( ) | |
pu u u u , отрима-
ємо 
−
λ λ= 〈 − − − 〉 ≥′ ′ ′
, , 2
0 0 0 0 0 00 A ( ) A ( ),( ) | |
p mn p mn pu u u u u u  
0 0 0 0 0 0
2
0 0 4 0 0
| | | | ( 1) ( ) ( ),





u u p d u u a d u u
u u u u− ∞
′ ′ ′≥ λ − + − 〈 − −




5 0 0 0 0| | | | ( ) , | | 0
pu u u u −∞ ′ ′− μ 〈∇ − − 〉 ≥ , 
а це внаслідок строгої акретивності означає, 
що 0 0u u′= . Отже, рівняння (8) має єдиний 
розв’язок. 
Припустимо, що розв’язки , ( )m nu x  рівномір-
но обмежені, тобто 
1
,| | ( ) | | p
m n
W
u x c< . Внаслідок 
коерцитивності оператора 1A : ( , )
p p l lW R d xλ →  
1( , )
p l lW R d x−→  одержуємо 
1 1





λ ≤  
Отже, в силу слабкої компактності 1
pW  існує 







′ ω → , A ( )p nu y′λ → , ( , )n m n′ ′ ′= → ∞ . 
Достатньо показати, що 0A ( )
p u fλ = . Дійс-
но, перейдемо до границі в тотожності 
(A ( ) A ( ) A ( )), ,p p p nn n nu u u v f v
′
′ ′ ′λ λ λ〈 − + 〉 = 〈 〉 , 
але lim (A ( ) A ( )), 0p pn nn
u u v′ ′λ λ′→∞
〈 − 〉 =  внаслідок влас-
тивостей апроксимації та умов (2). Тому одер-
жуємо A ( )p n
n
u y f′′ λ→∞ω⎯⎯⎯⎯→ = = , а з іншого 
боку, маємо 
 2A ( ) A ( ),( ) | | 0p n p n n pu v u v u v′ ′ ′ −λ λ〈 − − − 〉 ≥   (12) 
внаслідок акретивності оператора 1A : ( ,
p p lW Rλ  
1) ( , )
l p l ld x W R d x−→  в ( , )
l l
pL R d x . Покладемо 
в (12) 0 1,0
pv u tz z W≡ − ∀ ∈  і, скоротивши обид-
ві частини одержаної нерівності на 1pt − , мати-
мемо, що 20A ( ) A ( ), | | 0
p n p pu u tz z z′ −λ λ〈 − − 〉 ≥ . 
Оскільки оператор 1 1A :
p p pW Wλ −→  хемінепе-
рервний, то, переходячи до границі при n′ → ∞  і 
0t → , остаточно знаходимо 0A ( ) ,
py u fλ= =  
тобто рівняння (1) має єдиний розв’язок в 1
pW  
1
pf W −∀ ∈ . Для остаточного доведення потрібно 
встановити апріорну оцінку ,| | | |m nu c< . 
Теорема 3. Узагальнені розв’язки рівняння 
(1) рівномірно обмежені в 1 ( , )
p l lW R d x  за умов 
(2). 
До в е д е н н я. Складемо інтегральні тотож-
ності 
 , , ,,m n m n m nu d a duλ 〈 ξ〉 + 〈 ξ 〉 +o o   
 , , , ,( , , ), , ,m n m n m n m nb x u u f+ 〈 ∇ ξ〉 ≡ 〈 ξ〉   (13) 
, ( ) , ( ) ,
1
, , ( ) , ( )
,
l
m n a m n r m n
r
m n m n r m n r
u d a du
d a du b
=
λ 〈 ξ〉 + 〈 ξ 〉 +




 , , ( ) , , ( ) , ( ), ,m n m n r m n m n r m n ru ub u b u f∇+ + ∇ ξ〉 ≡ 〈 ξ〉o , (14) 
де індекс ( )r  в тотожності (14) означає дифе-
ренціювання по аргументу rx . 
Поклавши в (13) , , 2| |m n m n pu u −ξ =  і в (14) 
, , 2| |m n m n pu u −ξ = , одержимо 
, , , 2
2
2 2
, , , ,2 2
4( 1)
, | |
| | | |
m n m n m n p
p p








λ 〈 〉 + ×
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟× +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
o o
 
, , , 2 , , , 2, | | , | | .m n m n m n p m n m n m n pb u u f u u− −+ 〈 〉 ≡ 〈 〉  
Внаслідок умов (2) і використовуючи нерів-
ності Юнга, Гельдера, одержуємо при W =  
2
, , 2| | :
p
m n m nu u
−
=  
−〈 〉 ≤, , , 2| , | | |m n m n m n pb u u  
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, , , 2| ( ) | ( ) ( ) | ( ) |
l l
m n m n m n p
n
R R
b t x t u x u x dtdx−≤ ρ − ≤∫ ∫  
≤ μ ∇ + μ +∫ ∫ , ,1 2( ( ) ( ) ( ) ( )
l l
m m n m m n
R R
t u x t u x  
−+ μ ρ − ≤, , 23 ( )) ( ) ( ) | ( ) |
m m n m n p
nt x t u x u x dtdx  
−




( ( ) | ( ) | ( )





m n m n p
t u x x t





( ( ) | ( ) | ( )





m n m n p
t u x x t
u x u x dtdx−





3( ( ) ( ) ( ) | ( ) |
l l
m m n m n p
n
R R




( ( ) | ( ) | ( ) ( )








t W x x t W x dtdx
t W x x t dtdx
≤ μ ∇ ρ − +





3( ( ) ( ) ( ) | ( ) |
l l
m m n m n p
n
R R




( ) | ( ) |








x t W x dx
t dt x W x t dx
⎛ ⎞
ρ − =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞











x t W x t dt dx= ρ μ − ≤∫ ∫  
2 2




x W x c W x dx≤ ρ β ∇ + β ∇ =∫  
2 2
2 2| | | | ( ) | | | |W c W= β ∇ + β ∇ , 





t W x x t W x dtdx  
1
2




x t W x dtdx
⎛ ⎞
≤ ρ − ×⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠









x t t W x dtdx
⎛ ⎞
× ρ − μ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫  





( ) ( ) ( ( ))









x t W x dx t dt
t dt x W x t dx
⎛ ⎞
ρ − μ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞











x t W x t dt dx= ρ μ − ≤∫ ∫  
2 2




x W x t c W x dx≤ ρ β ∇ − + β =∫  
2 2
2 2| | | | ( ) | | | |W c W= β ∇ + β . 
Використовуючи властивості “зрізки” і 
апроксимації функції f  і нерівності Гельдера 
до правої частини тотожності (12), одержуємо 
, , , 2 , , , 2
, 1 , 1
| | | | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | | | | .
m n m n m n p m n m n m n p
p q
n m n p m n p
p p p
f u u f u u
f u f u
− −
− −
〈 〉 ≤ ≤
≤ ≤
 
Далі, завдяки нерівності Юнга для достат-
ньо великих m  і n  одержуємо ,| | | |m n ppu ≤  
0( , , , ) | | | |
p
pc l f≤ λ ρ λ . 
Згідно з (13) і переробляючи аналогічні  
викладки, що були застосовані при знаходжен-
ні оцінки для ,| | | |m n ppu∇  [8], знайдемо анало-
гічну оцінку для ,| | | |m n ppu∇ . Підставляючи ξ =  
, ( ) , ( ) 2| |m n r m n r pu u −=  в (14), маємо 




, ( ) , ( ) , , ( ) , ( )2 2
4
, | | ( 1)
| | | |
l
m n r m n r m n r p
r
p p
m n r m n r m n m n r m n r
u u u p
p





λ 〈 〉 + − ×⎜
⎝
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟× +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟





, ( ) , ( ) , ( ) ,2
, ( ) , , ( ) , , ( )




| | , | | .
p
m n r m n r m n r m n
m n r m n m n r m n m n r
u u
l
m n r m n r p m n r m n r m n r p
r
d u u a du
b b u b u









+ 〈 + + ∇
〉 = 〈 〉∑
o o
o  




, ( ) , ( ) 2|
p
m n r m n rW u u
−
≡  і 
використовуючи умову 1| | ( )
r ra x≤ μ , одержуємо  
, ( ) , ( ) 2 , ( ) ,| ( | | ) |m n r m n r p m n r m nd u u a du−〈 〉 ≤o o  
2













| ( ) | ( )







c W x x t dtdx
x t t W x dtdx
⎛ ⎞
≤ ∇ ρ − ×⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞







2 2 0( | | | | ( ) | | | | )W c W c≤ β ∇ + β . 
Встановимо оцінки  
, , ( ) , ( ) , ( ) 2| , | | |m n m n r m n r m n r pb u u u −〈 〉 ≤  
, ,
9 10|( ( ) | | | ( ) | |
l l
m n m n
R R
t u t u≤ μ ∇ + μ +∫ ∫  
, ( ) , ( ) , ( ) 2
11( ) | | | ( )
m n r m n r m n r p
nt u u u t x dtdx
−+ μ ρ − ≤  
, 2





t t x u W x dtdx≤ μ ρ − ∇ +∫ ∫  
, 2





t t x u W x dtdx+ μ ρ − +∫ ∫  
2










( )( ( ) ( )










t x t W x dtdx
t x u dtdx
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t x t W x dtdx
⎛ ⎞
+ ρ − μ ×⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫  
1
, 2






t x u dtdx W ∞
⎛ ⎞
× ρ − + μ ≤⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫  





t x t dtdxα
⎛⎛ ⎞
⎜≤ ρ − μ ×⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎝
∫ ∫  
1






t x W x dtdx uβ
⎞⎛ ⎞
⎟× ρ − ∇ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎝ ⎠⎠




( ) ( )










t x t dtdx




⎜+ ρ − μ ×⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎝
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2 11| | | | | | | | .W ∞+ μ  
Підберемо α  і β  відповідним чином, тобто  
1 1 1 1
, 1
p p
q p p p
− −
β = = α = − = . 
 Отже, маємо 




| , | | |
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Оцінимо наступний член нерівності: 
, , ( ) , ( ) , ( ) 2| , | | |m n m n r m n r m n r pub u u u
−
∇〈 ∇ 〉 ≤o  
, ( ) , ( ) , ( ) 2
1( ) | ( ) | | |
l l
m n r m n r m n r p
R R
t u x u u −≤ μ ∇ ×∫ ∫ %  
1
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K t t x W x W x dtdx
× ρ − ≤
≤ μ ρ − ∇ ≤∫ ∫ %
 
2 2




t dt x W t x dx≤ μ ρ − =∫ ∫ %  
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x t W t x dt dx= ρ μ − ≤∫ ∫ %  
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x W x c W x dx
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≤ ρ β ∇ + β =
= β ∇ + β
∫
 
Отже, маємо нерівність 
, , ( ) , ( ) , ( ) 2| , | | |m n m n r m n r m n r pub u u u
−
∇〈 ∇ 〉 ≤o
1
2 2 2
2 2 2| | | | ( | | | | ( ) | | | | )K W W c W≤ ∇ β ∇ + β ≤  
2 2
1 2 2 2| | | | | | | |K W K W≤ ∇ + ∇
% % , 
а також оцінки 
, ( ) , ( ) , ( ) 2| , | | |m n r m n r m n r pb u u −〈 〉 ≤  
, , ( ) , ( ) 2
6( ) | | , | |
m n m n r m n r px u u u −≤ 〈μ ∇ 〉 +  
, , ( ) , ( ) 2
7( ) | | , | |
m n m n r m n r px u u u −+ 〈μ 〉 +  
, , ( ) 2
8( ), | |
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Аналогічно оцінюється і права частина то-
тожності (14) 
, ( ) , ( ) , ( ) 2
1
| , | | |
l
m n r m n r m n r p
r
f u u −
=
〈 〉 ≤∑  
, , ( ) 2 , ( ) ( )
1
( 1) | , | | ( ) |
l
m n m n r p m n r r
r
p f u u−
=
≤ − 〈 〉 ≤∑  
2
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2
| | | | | |
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Об’єднуючи одержані нерівності і отримую-
чи параметри, маємо нерівність ,| | | |m n ppu∇ ≤  
0const( , , , , , , ) | | | |
p
i pp l f≤ λ λ ρ ε μ , тобто вірна оцін-
ка 
1
,| | | | p
m n
W
u c< . Теорема 3 доведена.  
Зауваження. З викладеного вище випли-
ває, що інтегральна тотожність  
1 2 1
( , ) ,




h u v f v






породжує операторне рівняння A ( ) ,p nu fλ =  
розв’язне відносно nu  в 1( ,. . ., )nL v v . 
Внаслідок вкладання 1 2( , ,.. ., )nL v v v
∗ ∗ ∗  в 1,0
pW ′  
ця тотожність буде справедлива 1,0












∑  матимемо тотож-
ність, яку одержуємо з рівнянь (10) сумуванням 
по r  від I  до l , що виправдовує запропоно-
ваний вище метод отримання апріорної оцінки 
1
| | | | pn Wu C< . 
Нехай 2p > . Тоді справедлива така теорема. 
Теорема 4. Якщо структура рівняння (1) 
задовольняє умови (2), то воно однозначно 
розв’язне в просторі 1 ( , )
p l lW R d x . 
Д о в е д е н н я. Оскільки форма ( , )ph u vλ  
1
pu W∀ ∈  і 1,0
pv W ′∀ ∈  згідно з лемами 1—3 по-
роджує обмежений, слабо неперервно діючий 
оператор 1 1A :
p p pW Wλ −→ , акретивний в 
pL , 
то завдяки неперервності і щільності вкладення 
1 1
p p pW L W −⊂ ⊂  рівняння A ( )
p u fλ =
%  pf L∀ ∈  
розв’язне в (A )pD λ
% . Дійсно, позначимо опера-
тор A : (A )p p pD Lλ λ →
% %  через A  і вивчимо опе-
ратор Rλ  — резольвенту оператора I A− λ . 
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Очевидно, ( I A) I Av vξ − = − , де 1v −ξ = . По-
кажемо, що оператор I Aξ −  зворотний на 
всьому просторі pL . 
Дійсно, внаслідок акретивності оператора 
A : (A )p p pD Lλ λ →
% %  справедлива нерівність 
2(I A)( ) (I A)( ),( )( ) pu v u v u v −〈 − − − − − 〉 =  
2| | | | A( ) A ( ),( )( )







u p u v u v u v
u p u v D
−
λ
= − −〈 − − − 〉 ≥
≥ − ∀ ∈ %
  




A( ) A( ),( )( )
A ( ) A ( ),( ) | | 0 0
p
p p p
u v u v u v




− 〈 − − − 〉 =
= 〈 − − − 〉 ≥ ∀λ > λ >% %
 
внаслідок акретивності A : (A )p p pD Lλ λ →
% % . 
Отже, оператор 1 1(I A) R
−− =  існує, при- 
чому 1| | | | 1LipR ≤ .  
Далі розглянемо рівняння ( I A)( )u fξ − =  
pf L∀ ∈ , або, що те ж саме, (I A)( )u− +  
( 1)u f+ ξ − = , звідки 1( (1 ) )u R f u= + − ξ . 
Розглянемо оператор 1( ) ( (1 ) )T u R f u= + − ξ . 
Очевидно, що ( )T u  має нерухому точку. Це 
значить розв’язність рівняння ( I A)( )u fξ − =  
pf L∀ ∈  в інтервалі |1 | 1− ξ < . Замінивши в по-
передньому міркуванні 1R  на Rξ  при |1 |− ξ <  
1< , одержимо розв’язність рівняння ( Iξ −
A)( ) pu f f L− = ∀ ∈  для |1 | 2− ξ <  і т. д., що  
означає розв’язність цього рівняння 0∀ξ > ,            
а це призводить до розв’язності рівняння 
A ( )p pu f f Lλ = ∀ ∈
% , 0( ,pλ > λ  1| | | | , )
u
∞μ ε . 
Наслідок. Розв’язність рівняння A ( )p uλ =
%  
pf f L= ∀ ∈  означає, що ( )p p pR A L Lλ ∧ = . 
Зауваження. У випадку (A )p pD Lλβ ≠
% , при-
водячи рівняння A ( ) (A )p pu f f Dλβ λβ= ∀ ∈
% %  до 
вигляду 1A ( ) (1 )
pu u f uλ−εβ+ = + − ε
%  і діючи ана-
логічно до попереднього, одержуємо розв’язність 
рівняння A ( ) (A )p pu f f Dλβ λβ= ∀ ∈
% %  при 0,λ > λ  
10 1< ε < .  
Висновки 
У даній статті вперше доведено існування 
розв’язків рівняння (1) за умов (2). 
Рівняння (1) не задовольняє умову сильної 
коерцитивності 
1
| | ( , ) | | | | | | p
pL W
L x u C u ′≥  розв’яз-
ку задачі Діріхле “в малому”. У своїй основі 
запропонований метод є аналогом методу Ле-
ре—Мінті—Ліонса—Браудера, але для відобра-
ження 1 1A :
p p pW Wλ −→  він використовується в 
даному вигляді вперше. 
Запропонований у даній статті метод може 
бути доопрацьований для рівнянь більш загаль-
ного типу. 
 
 Н.М. Кухарчук , Н.И. Яременко 
РАЗРЕШИМОСТM КВАЗИЛИНЕЙНОГО ЭЛЛИП-
ТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ С МАТРИЦЕЙ ГИЛЬ-
БЕРГА–СЕРРИНА В ПРОСТРАНСТВАХ СОБО-
ЛЕВА 
Статья посвящена исследованию квазилинейного 
уравнения во всем евклидовом пространстве 
,lR  3.l ≥  Расширено понятие решения – вместо 
условия сильной коэрцитивности введено усло-
вие слабой  коэрцитивности. Показано, что дан-
ное уравнение не удовлетворяет условиям су-
ществования решения “в малом”. 
 
 M.M. Kukharchuk , M.I. Yaremenko 
ON A SINGLE SOLVABILITY OF EQUATION 
WITH MATRIX OF GILBURG-SERIN IN SOBOL’S 
SPACES 
In this paper, we study the second-order quasi-
linear elliptic equations with slow-increasing coeffi-
cients on the Euclidean space ,lR , 3.l ≥  We sig-
nificantly broaden the concept of equation by intro-
ducing the weak coercitivity instead of the strong 
one. Our results show that this equation doesn’t 
satisfy the existence conditions of the solution “in 
the small”. 
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